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; 1 Introduction 



Considérons le A-calcul muni d'un système de typage basé sur la logique intuitionniste du second 
ordre : le système AF2 de J.L. Krivine. Ce système est une simple extension du système F 
^ ' de J.Y. Girard, capable d'exprimer les spécifications exactes des programmes, ce qui permet 

, d'obtenir un programme calculant une fonction en écrivant une démonstration de sa totalité. 

m 

■ Comment programme-t-on les fonctions sur les entiers naturels en AF2 7 

■ • Il faut d'abord exprimer par une formule le type des entiers naturels : pour ceci on introduit 
0\ ! la formule N[x] = VX{X(0), Vy(X(y) X{sy)) ^ix)}. Cette formule signifie que 

X est un entier si et seulement si x appartient au plus petit ensemble contenant zéro 
et stable par le successeur. La représentation de l'entier n en A-calcul est obtenue en 
^ , démontrant l'énoncé A^[s"(0)]. L'élément clé qui fait fonctionner les choses est l'unicité de 

^ I la représentation des entiers. En effet, on démontre facilement que les entiers de Church 

sont les seuls A-termes normaux clos de type A^[s"(0)]. 

• Il faut ensuite exprimer les spécifications du programme par un système d'équations 
définissant la fonction à calculer. 

• Il faut finalement démontrer le théorème énonçant la totalité de la fonction : si / est une 
fonction définie de W dans IN, on obtient un programme pour / en démontrant la formule 

Vxi...Vx,{iV[xi], N[Xr] ^ A^[/(X1, ...,Xr)]}. 

Pour capturer le contenu algorithmique des preuves classiques, M. Parigot a introduit le A/U-calcul 
équipé d'un système de typage basé sur la logique classique du second ordre. Il a démontré que 
ce calcul possède de très bonnes propriétés : propriété de Church-Rosser - conservation de type 
- normalisation forte - ... Mais la méthode détaillée ci dessus pour programmer des fonctions 
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ne marche pas bien dans ce système. Ceci provient du fait qu'en logique classique on perd la 
propriété de l'unicité de la représentation des entiers. De plus il est difficile a priori de connaître 
la valeur d'un entier classique. 

Nous posons les questions suivantes : 

• Peut-on caractériser les entiers classiques ? 

• Peut-on connaître la valeur d'un entier classique ? 

M. Parigot a donné des réponses positives à ces questions. En effet, il a trouvé un algorithme qui 
teste si un A/x-terme normal est un entier classique ou pas, et dans le cas positif il trouve sa valeur. 

Si nous voulons construire des programmes par des preuves, nous n'avons pas besoin de vérifier 
si un A/Lt-terme normal est un entier ou pas. En effet ceci est assuré par le typage. Ce qui nous 
intéresse le plus, c'est de trouver la valeur d'un entier classique. 

Dans ce papier, nous présentons trois méthodes pour trouver la valeur d'un entier classique. 

• La première méthode est une méthode externe au A^u-calcul et donne, en plus de la valeur, 
la partie fausse d'un entier classique normal. En utilisant cette méthode, on peut associer 
à chaque A//-terme clos de type N (le type des entiers du système de typage F) une valeur 
fictive. 

• La deuxième méthode utilise une nouvelle règle de réduction (la règle de nettoyage). En 
ajoutant cette règle au A/x-calcul on obtient un calcul qui possède des mauvaises propriétés 
(on perd la propriété de Church-Rosser et la conservation de type). Cette méthode donne 
comme résultat l'entier de Church correspondant. 

• La troisième méthode est celle de M. Parigot qui utilise les opérateurs de mise en mémoire 
de J.L. Krivine. Nous présentons ici des opérateurs de mise en mémoire qui donnent la 
valeur fictive d'un A/x-terme de type N et nous montrons que ce n'est pas toujours le cas 
pour les autres opérateurs. 

2 A//-calcul 

Dans ce paragraphe, nous présentons la déduction naturelle classique du second ordre ainsi 
que son interprétation calculatoire, le A/x-calcul. Nous utilisons un système de déduction na- 
turelle avec plusieurs conclusions. Le A/it-calcul est une simple extension du A-calcul qui donne 
exactement le contenu algorithmique des preuves écrites dans ce système. 

2.1 Le A/x-calcul pur 

Le A//-calcul possède deux alphabets distincts de variables : un ensemble de A-variables x, y, z,..., 

et un ensemble de /x- variables a, (3,^,.... 

Les termes sont définis de la manière inductive suivante : 

- Si x est une A-variable, alors x est un terme ; 
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- Si X est une A-variable et u est un terme, alors Xxu est un terme ; 



- Si n et sont des termes, alors {u)v est un terme; 

- Sit est un terme et a,P sont des /x-variables, alors iJ.a[P]t est un terme. 

Les termes du A-calcul sont obtenus seulement par les trois premières clauses. 

Un terme nommé est une expression de la forme [a]t où t est un terme et a est une /x-variable. 

Dans ce cas on dit que le terme t est nommé par a. On considère parfois les termes nommés 

comme des termes. Pour simplifier, on suppose que l'ensemble des variables libres et l'ensemble 

des variables liées d'un terme sont toujours distincts, et qu'une variable liée est liée une seule 

fois. 

Les termes du A/x-calcul sont appelés A/x-termes, et les termes du A-calcul, A-termes. 
La réduction en A/x-calcul est induite par deux notions différentes de réductions : 

Les règles de calcul : 

(Cl) {\xu)v u[v/x\ (la /^-réduction) 

(C2) {jiau)v —I- fiau[v/*a] (la /x-réduction) 

où îi[w/*a] est obtenu à partir du u en remplaçant inductivement chaque sous terme de la 
forme [a]w par [a](îi;)v. 

Les règles de simplification : 

{Si) [a]fj,(3u u[a/l3] 

{S2) fj,a[a\u u, si a n'a pas d'occurrences libres dans u 

(Ss) fiau — >■ \x^au[x/*a\^ si u contient un sous terme de la forme [a\\yw. 

Il est clair que les règles de simplifications sont fortement normalisables, en effet, les règles 
('S'i)i<i<3 ne créent pas de nouveaux rédex ou diminuent strictement la longueur d'un A/x-terme. 

Théorème 2.1 (Théorème de Church-Rosser) En Xfi-calcul, la réduction est œnfluente 
(c'est à dire si u —>■ ui et u —> U2, alors il existe v tel que «1 — > u et U2 ^ v). 

Preuve Voir [4]. □ 

L'ensemble des A/x-termes en formes normales de tête H est défini de la manière inductive 
suivante : 

- Si îx € -ff, alors Xxu G H ; 

- Si Xi G i7, et {u)v n'est pas un rédex, alors {u)v G H ; 

- Si XX G iï, et /ta[/3]xx n'est pas un rédex, alors iJLa[f3\u G H. 
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Une réduction de tête, est une suite de réductions ti,...,tn telle que pour tout 1 < i < n — 1, i^+i 
est obtenu en réduisant le rédex le plus à gauche de ti et U n'est pas en forme normale de tête. 
Si u est obtenu à partir de t par une réduction de tête, on note t y u. 

Si t y u, on note h{t, u) la longueur de la réduction de tête entre t et u. 
L'équivalence de tête est notée : « ~ ssi il existe w tel que u >~ w et v >~ w. 

Il est facile de prouver le lemme suivant (ce lemme peut être prouvé par induction, comme dans 
le cas du A-calcul (voir [2])). 

Lemme 2.1 Si uy v, alors : 

1) u\p/x^q/ *ôi\ >- v^jx^qj et h{u\j)/x^q/ *ôi\,v^/x,q/ *ôi\) = h{u, v). 

2) Pour tout w, il existe w tel que {u)w >- w, {v)w >- w, et h{{u)w, w) = h{{v)w, w) + h{u, v). 

Remarque. Le lemme 2.1 montre que pour effectuer la réduction de tête de u\p/x,q/*a] (resp. 
{u)w), il est équivalent (môme résultat, et même nombre de pas) d'effectuer un certain nombre 
de pas dans la réduction de tête de u pour obtenir v, puis de faire la réduction de tête de 
v[p/x,q/*ct] (resp. {v)w). 

2.2 Le A//-calcul typé 

Les types sont les formules du calcul des prédicats du second ordre. 
Les connecteurs logiques utilisés sont _L, ^ et V. 

Les langages contiennent des variables d'individus (ou du premier ordre) notées x,y,z,..., et des 
variables de relations (ou du second ordre) notées X,Y,Z,.... 

Nous ne supposons pas que le langage contient un symbole de constante spécial pour l'égalité. 
Cependant, on définit la formule u = v (où u,v sont des termes) par yY{Y{u) —s- Y{v)), où Y 
est une variable de relation unaire. Une telle formule est appelée équation. On note \-e u = v, 
si u = V est une conséquence de l'ensemble d'équations E. 

La formule Fi {F2 (... {F^ G)...)) est notée ^1,^2, ■■■,Fn ^ G et la formule F 
est notée -iF. 

Les preuves sont écrites dans un système de déduction naturelle avec plusieurs conclusions 
présentées avec des séquents : 

- Les formules à gauche de l- sont étiquetées par des A- variables ; 

- Les formules à droite de h sont étiquetées par des /x-variables, excepté d'une formule qui 
est étiquetée par un A/Lt-terme ; 

- Des formules distinctes ne possèdent pas la même étiquette. 

Les parties gauches et droites d'un séquent sont considérées comme des ensembles, et donc la 
contraction des formules est donnée implicitement. Les affaiblissements sont inclus dans les 

règles (2) et (9). 

Soient t un A//-terme, A un type, T = xi : Ai,...,Xn : An, et A = ai : Bi,...,am '■ deux 
contextes. On définit par les règles suivantes la notion "t est de type A dans F et A", et on 
écrit r h i : ^, A. 

{l)T\-Xi:Ai,Al<i<n 
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(2) Sir,x : Aht: B, A, alors Th Xxt : B,A 

{3) Si T \- u : A ^ B, A, et r \- v: A, A, alors F h {u)v : B, A 

(4) Si r h t : A, A, alors T h t : VxA, A (*) 

(5) Si r h t : VxA, A, alors F \- t : A[u/x],A (**) 

(6) Si r h t : A, A, alors T h t : VXA, A (*) 

(7) Si r h t : yXA, A, alors T h i : A[G/X],A (**) 

(8) Si r h t : ^[n/x], A, alors T \- t : A[v/x], A (***) 
{9) SiVht: A,f3 : B,A, alors : 

- r h fj,(3[a]t ■.B,a:A,Asiaj^P 

- r h ij,a[a]t : B,A si a = P 

Les règles précédentes font l'object des restrictions suivantes : 
(*) Les variables x, et X n'ont pas d'occurences libres dans F. 
(**) u est un terme et G est une formule du langage. 

(***) u et V sont des termes, tels que u = v est une conséquence d'un ensemble d'équations. 

Théorème 2.2 (Théorèmes de conservation de type et de normalisation forte) . 

1) Le type est préservé durant une réduction (c'est à dire si F \- u : A, A, et u ^ v, alors 
Thv:A,A). 

2) Les Xfi-termes typables sont fortement normalisables (c'est à dire si F \- t : A, A, alors toute 
réduction qui commence par t est fini). 

Preuve Voir [4] et [6]. □ 

3 Les entiers 

3.1 Les entiers intuitionnistes 

Si on oublie la règle (9), on obtient le système de J.L. Krivine appelé AF2 (voir [1]). Dans ce 

système on utilise les A-termes et on garde uniquement la notion de la /3-réduction. 

Dans le système de typage AF2, chaque type de données peut être défini par une formule. Par 

exemple le type des entiers est la formule : N[x] = VX{X(0), Vy(X(y) X{sy)) X{x)} où 

X est une variable de relation unaire, est un symbole de constante pour le zéro, et s est un 

symbole de fonction unaire pour le successeur. 

Le A-terme = XxXfx est de type N[0] et représente "zéro". 

Le A-terme s = XnXxXf {f){{n)x) f est de type Vy(iV[j/] —s- N[s{y)\) et représente la fonction 
"successeur". 

Un ensemble d'équations E est dit adéquat pour le type des entiers ssi : 

- \/e s{a) = ; 

- Si \-E s{a) = s{b), alors a = 6. 
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Dans la suite, on suppose que tous les ensembles d'équations sont adéquats pour le type des 
entiers. 

Théorème 3.1 (Unicité de la représentation des entiers) Pour tout entier n, n = XxXf{f)^x 
est l'unique X-terme normal clos de type N[s"'(0)]. 

Preuve Voir [1]. □ 

La trace propositionnelle N = yX{X,X — > X — > X} de N[x] définit aussi les entiers. 

Théorème 3.2 Un X-terme normal clos est de type N ssi il est de la forme n, pour un certain 
entier n. 

Preuve Voir [1]. □ 

Théorème 3.3 (Théorème de programmation) Soit F un X-terme clos de type 

yXi...yXr{N[xi],...,N[Xr] ^ N[f{xi,...,Xr)]) 

modulo un ensemble d'équations E adéquat pour le type des entiers. Alors F est un programme 
pour f dans le sens suivant : pour tout ni, ...,nr, m, (-F)ni . . .rv m ssi\-E f{s^^{0),..., s""" (0) ) = 

Preuve Voir [1]. □ 

3.2 Les entiers classiques 

En déduction naturelle classique l'unicité de la représentation des entiers ne reste pas vraie. 
En effet l'affaiblissement à droite crée des (fausses) copies des entiers, et la contraction droite 
permet de regrouper des copies différentes dans une seule. 

Un entier classique est un A//-terme clos 9, tel que h 6 : N[s^{0)] pour un certain entier n. On 
dit aussi que l'entier classique 6 est de valeur n. 

On va caratériser maintenant les entiers classiques. 

4 L'algorithme de Parigot caractérisant les entiers classiques 

Soient x et f deux variables fixes, et N^j l'ensemble des A/x-termes définis par : 

- X G N^j ; 

- fia[/3]x G N^j ; 

- Si u G N^j, alors {f)u G N^j ; 

- Si u G N^j, alors //a[/3](/)tt G N^j. 
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Théorème 4.1 Les \^-termes normaux clos de type N sont exactement les Xji-termes de la 
forme \x\fu où u & N^j sans n-variahles libres. 

Preuve Voir [5]. □ 

On définit, pour chaque u G N^j, l'ensemble rep{u), qui désigne intuitivement l'ensemble des 
entiers représentés par u : 

- rep{x) = {0} ; 

- rep{{f)u) = {n + 1 si n € rep{u)} ; 

- rep{fia\p]u) = f\rep{v) pour chaque sous terme [a]v de [l3]u. 
Le théorème suivant caractérise les entiers classiques. 

Théorème 4.2 Les entiers classiques normaux de valeur n sont exactement les Xji-termes de 
la forme XxXfu où u E N^j sans ^-variables libres et tel que rep{u) = {n}. 

Preuve Voir [5]. □ 
Exemples 

1) Il est facile de vérifier que est l'unique entier classique normal de valeur 0. 

2) Il est également facile de vérifier que tout entier classique de valeur 1 est équivalent à un 
A/x-terme de la forme : 

XxXfna[a] [a] (/) -A*Q;n H {f)lJ'P[a] [a] {f)...ii(5rn-i [a] {f)l^Pm [P]x 

où n,m> 0, et a, /3, ai, (3j avec 1< i<n et l<j<m sont des ^-variables distinctes. 

3) Soit e = AxA/(/)^«[«](/)/.,A[a](/)/iV'[a](/)(/)M/3M(/)M5[/3](/)/i7N(/)w[/?](/)^- 
est-il un entier classique ? si oui quelle est sa valeur ? 

Posons u = (/)/xa[«](/)M<^[«](/)M^[«](/)(/)/x/3[0](/)/.<5[/3](/)^7[«](/)w[/3](/)x. 
On vérifie que rep{u) = {4}, donc 6 est un entier classique de valeur 4. 

Remarquons que si nous savons à l'avance que 6 est un entier classique, alors nous n'avons pas 
besoin de chercher rep{u) pour tous les sous termes de u. Dans ce cas, il suffit de s'occuper des 
sous termes de 9 qui représentent un seul entier. 

5 Une méthode simple pour trouver la valeur d'un entier clas- 
sique 

On présente maintenant une méthode simple pour trouver la valeur d'un entier classique. 

On définit, pour chaque u G N^j, l'ensemble val{u), qui désigne intuitivement l'ensemble des 
valeurs possibles de u : 

- val{x) = {0} ; 

- val{{f)u) = {n + 1 si ra G val{u)} ; 
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- val{iJ,a\p]u) = [Jval{v) pour chaque sous terme [a]v de [(3]u. 

Soient u G N^j sans variables libres et ai, ...,an les /x- variables de u qui vérifient : 

- ai est la /U- variable, telle que [ai]{fy^x est un sous terme de u 

- aj 2 < j < n est la jU-variable, telle que [aj]{fy^ fiaj-iUj-i est un sous terme de u 

Schématisons cette dernière définition par le dessin suivant : 

u = {fY^+^fian ...[as]{fy^tia2 ...[a2]{fy' fiai ...[ai]{fy'x. 

•• ' 



Soient to = x et tj = iiajUj 1 < j <n. 

Lemme 5.1 Pour tout 1 < j < n + 1 on a : 

1) val{tj-i) = {Y1 ^k}- 

l<k<j 

2) Pour chaque sous terme t de Uj, tel que t ^ {fYtk < k < j — 1, on a val{t) = 0. 
En particulier val{u) = { ^ 

l<fc<n+l 

Preuve Par induction sur j. 

- Pour j = 1 : on a val{tQ) = {0}. 

Soit t un sous terme de ui, tel que t ^ {fyto- Démontrons, par induction sur t, que 

val{t) = 0. 

- Si t = {f)t', alors, par hypothèse d'induction, val{t') = 0, et val{t) = 0. 

- Si t = ;U/3t', alors, il est clair que 13 ^ ai. Donc, par hypothèse d'induction, pour 
tout terme u nommé /3, on a val{u) = 0. Donc val(t) = 0. 

- Supposons la propriété vraie pour tout 1 < î < j — 1, et montrons la pour j. 

Par définition, on a val{tj) = [jval{t) pour chaque sous terme [aj\t de Uj. Donc, par 
hypothèse d'induction, TOZ(tj) = {ij + ^ ^fc}U^~'{ X] ^*^J"' 

Soit t un sous terme de Uj, tel que t ^ {/ytk < A: < j — 1. Démontrons, par induction 
sur t, que val{t) = 0. 

- Si t = {f)t', alors, par hypothèse d'induction, val{t') = 0, et val{t) = 0. 

- Si t = iJ-Pt', alors, il est clair que /3 7^ 1 < i < j — 1. Donc, par hypothèse 
d'induction, pour tout terme u nommé f3, on a val{u) = 0. Donc val{t) = 0. □ 

Remarque D'après le lemme 5.1, on peut associer à chaque A//-terme normal clos 9 = XxXfu 
de type N l'entier val{u). Cet entier représente la valeur "fictive" de 6. 

Lemme 5.2 Pour chaque u G J^xJ^ on a rep{u) Ç val{u). 
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Preuve Trivial, par définition de rep{u) et val{u). □ 

Théorème 5.1 Si 9 est un entier classique normal de valeur n, alors 9 = XxXfu où u E N^j 
sans ^-variables libres et tel que val{u) = {n}. 

Preuve D'après le théorème 4.2, 9 = XxXfu où u e N^j sans ^u-variables libres et tel 
que rep{u) = {n}. D'après le lemme 5.1, on a val{u) = {m}, et d'après le lemme 5.2, 
rep{u) = {n} Ç {m} = val{u). Donc val{u) = {n}. □ 

Conclusion Pour trouver la valeur d'un entier classique normal 9 = XxXfu, on parcourt le 

A/i-tcrmc u du droite à gauche pour chercher les /i-variablcs aj 1 < j < n et les entiers ij 
1 < J < + 1 définis avant le lemme 5.1. D'après le lemme 5.1 et le théorème 5.1, la valeur de 
l'entier 9 est égale à ^ i^. 

l<fc<n+l 

La vraie partie de l'entier de 9 est le A-terme XxXf{fy'^+^{fy"...{fy^x. 
Exemple Reprenons le dernier exemple du paragraphe 4. 

4 3 1 

9 = XxXflj)fia[a]{f)^i^[a]if)i,^P[a]Umi^P^^^ 

^ V ' ^ V ' 

partie fausse partie fausse 

On vérifie facilement que : 

- ai = /3, et «2 = a ; 

- il = 1, 12 = 2, et Z3 = 1. 
Donc la valeur de 9 est égale à 4. 

6 Une nouvelle règle de réduction pour trouver la valeur d'un 
entier classique 

Nous ajoutons au A/i-calcul une nouvelle règle de réduction (règle de nettoyage) : 
(iV) (u)fj,av — > iJ,av[u/**a] 

où v[u/**a] est obtenu à partir du v en replaçant inductivement chaque sous terme de la 
forme [a]w par [a]{u)w. 

Nous appelons A/x'-calcul ce nouveau calcul. 

Le A/x'-calcul possède des mauvaises propriétés : 

• La réduction n'est pas confiuente. 

• Le type n'est pas préservé durant une réduction. 
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Par contre on ne sait pas, pour le moment, si en A//'-calcul le théorème de normalisation forte 
reste valable. 

On note u ^ v, si n se réduit à f en utilisant, à chaque étape la règle de nettoyage suivie par 
toutes les règles de simplifications possibles. Cette réduction est bien définie car les règles de 
simplifications sont fortement normalisables. 

Un A)L(-terme est dit normal s'il est normal en A/x-calcul (c.à.d. sans tenir compte de la règle de 
nettoyage) . 

Nous présentons maintenant comment utiliser la règle (iV) pour trouver la valeur d'un entier 
classique. 

Chaque u G N^j est de la forme 

U = A[7m](/y'".../X/32[72](/pMA[7l](/r^ 

On associe à « la liste des entiers L{u) = {jm+i, l'entier l{u) = m, et le couple C{u) = 

{l{u), L{u)). On ordonne L{u) et C{u) lexicographiquement. 

Théorème 6.1 Soit u G N^j sans ^-variables libres, tel que l{u) ^ 0. Alors il existe v G N^j 
sans iJL-variahles libres tel que w-^ v, C{u) > C{v) et val{u) = val{y). 

Preuve Comme l{u) ^ 0, alors u contient un sous terme u' = {fy~^{f)fia[P]w. 
u' ^ v' = {fy~^ iJLa[(3]w[f /**q\, donc on distingue deux cas : 

- Si j > 1, soit V le A/x-terme obtenu en remplaçant dans u le sous terme u' par v' . Il est 
clair que l{u) = l{v) et L{u) > L{v), donc C(n) > C{v). 

- Si j = 1, on distingue deux sous cas : 

- Si u = u', posons v = v'. Il est clair que l{u) = l{v) et L{u) > L{v), donc 
C{u) > C{v). 

- Si lJ.^[ô]u' est un sous terme de u, soit v le X/i-terme obtenu en remplaçant dans u 
le sous terme ^i'y[S]u' par iJ.'y[P]v'[ô/a] si 7 /3 et î;'[(5/q!] si 7 = /3 ne figure pas dans 
v'[ô/a]. Il est clair que w-^ v et l{u) > l{v), donc C(u) > C{v). 

Dans, tous ces cas, on remarque que v G N^j est sans /x-variables libres. 
De plus, on a val{u) = val{v), en effet, il faut distinguer deux cas : 

- Si la /x-variable a est l'une des variables aj- (définies avant le lemme 5.1), alors dans v 
on a : j = ik+i — 1 et le —1 est compensé par la présense de la variable / devant tous les 
crochets [a]. 

- Si la /U-variable a n'est pas l'une des variables (définies avant le lemme 5.1), alors les 
entiers i^ restent les mêmes. □ 

Remarque La preuve du théorème 6.1 montre que la réduction ^ est fortement normalisable 
sur les éléments de l'ensemble N^j. 
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Corollaire 6.1 Si u & N^j sans ji-variables libres tel que val{u) = n, alors u ^ 

Preuve D'après le théorème 6.1, u ^ XxXfv tel que l{v) = et val{v) = {n}, donc v = {f)^x. 
□ 

Corollaire 6.2 ^ Si 9 est un entier classique normal de valeur n, alors 9 "-^ n. 

Preuve D'après le théorème 4.2, chaque entier classique normal 6 est de la forme 9 = XxXfu 
où u G Nxj sans /x-variables libres et val{u) = {n}. Donc, d'après le corollaire 6.1, 9 ^ n- ^ 

Conclusion Pour trouver la valeur d'un entier classique normal 9, on réduit 9 avec la nouvelle 
règle de réduction (^). D'après le corollaire 6.2, ^ n oii ra est la valeur de 9. 

Exemple Reprenons le dernier exemple du paragraphe 4. 

= AxA/(/)^«[a](/)^(A[«](/)/^V'[a](/)(/)/"/5M(/)/"5[/3](/)/i7H(/)w[/3](/)x. 

On vérifie facilement que 9 ^ A (effectuer, par exemple, la réduction de la droite vers la gauche). 

7 Les opérateurs de mise en mémoire pour trouver la valeur 
d'un entier classique 

Un A-terme clos T est dit opérateur de mise en mémoire pour les entiers ssi pour tout n > 0, 
il existe un A-terme Tn —/^ n, tel que pour tout 9n —pn, il existe une substitution a, telle que 
iT)9nf y (/)a(r„). 

Exemples Posons : 

Ti = Xn{{n)ô)G où G = XxXy{x)Xz{y){s)z et ô = A/(/)0 ; 
T2 = AnA/(((n)/)F)0 où F = XxXy{x)is)y. 
11 est facile de vérifier que : 

pour tout 9n n, {{TMf y (/)(s)"0 et {{T2)9n)f y (/)(l)"0 (voir [2] et [3]). 
Donc Ti et T2 sont des opérateurs de mise en mémoire pour les entiers. 

Soit N*[x] = VX{^X(0),Vy(-X(y) ^ ^X{sy)) ^X{x)}. 

11 est facile de vérifier que \-af2 Ti,T2 : yx{N*[x] ^^N[x]} (voir [2] et [3]). 

Théorème 7.1 Si \-af2TNx{N*[x]^ ^^N[xJ}, alors T est un opérateur de mise en mémoire 
pour les entiers. 

Preuve Voir [2]. □ 

Théorème 7.2 Soient u G f sans fj,-variables libres, tel que val(u) = {n}, et 9 = XxXfu. 
Alors {{T,)9)f y (/)(s)"0. 

Preuve La preuve de ce théorème est assez technique. Nous présentons seulement les grandes 

lignes de la démonstration. 

Reprenons les notations du lemme 5.1, et notons 

^Ce résultat a été cité dans un article de M. Parigot (voir [5]) 
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- /I la suite des /i-variables de u ; 

- â la suite des /x- variables ai, ...a„ ; 

- P la suite des /it-variables Jl- a. 

Soit rj = Zfc et Sj = {sY^O l < j < n. Notons S = Si, 

j <fc<n+l 

On prouve par induction sur n — j que : 

Pour chaque 1 < j < n, on a {{Ti)6)f ~ //a[a]rj[a/7l] oii 

Tj = tj[f/x,F/f,S/*â,W/*P]{sYJO et les éléments de S' sont de la forme (s)^0. 
Donc en particulier, {{Ti)e)f ~ (/)(s)"0. □ 

Théorème 7.3 Soient u G N^j sans jjL-variahles libres, tel que val{u) = {n}, et 9 = XxXfu. 
Alors {{T2)9)f >- (/)U)"0. 

Preuve Même preuve que celle du théorème 7.2. □ 

Corollaire 7.1 Si 9 est un entier classique normal de valeur n, alors {{Ti)9)f >- (/)(s)"0 [i=l 
ou 2J. 

Preuve On utilise les théorèmes 7.2 et 7.3. □ 

Conclusion Pour trouver la valeur d'un entier classique normal 9, on réduit ({Ti)9)Xxx [i=l 
ou 2]. D'après le théorème 7.3, {{Ti)9)\xx >- (Axx)(s)"0 noùn est la valeur de 9. 

Exemple Reprenons le dernier exemple du paragraphe 4. 

^ = A:i;A/(/)MaH(/)/i(AH(/)/iV'[a](/)(/)M/3['/'](/)M5[/3](/)/^7H(/)w[/3](/)x. 

On vérifie facilement que {{Ti)9)\xx — > 4 [i=l ou 2]. 

Le corollaire 7.1 est un cas particulier du théorème suivant : 

Théorème 7.4 Si \-af2TNx{N*[x]^ -i-iN[x]}, alors pour tout n > 0, il existe un X-terme 
Tn — /3 R, tel que pour tout entier classique normal 9 de valeur n, il existe une substitution a, 
telle que {{T)9)f ~ /Lta[a](/)(T(r„). 

Preuve Voir [5]. □ 

Remarque Le théorème 7.2 ne reste pas vrai pour un opérateur de mise en mémoire quelconque. 
Par exemple : 

- Soient u = ^a[a\{f )^l3[a]x et 9 = XxXfu. On a val{u) = {0} et rep{u) = 0. 

- Soit T = Xn{{n)XdXg{{Ti)n)Xx{g){s){p)x)ô où 

p = Xn{{{n)Xc{{c)Q)0)XaXc({c){s){a)XxXyy)(a)XxXyx)XxXyy)XxXyy est un A-terme pour 
le "prédécesseur" {{p)0 ~^ et (p) n + 1 n). 

On vérifie que : 
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f ( f)0 si n = 

- Pour tout ^„ c:^^ n, {{T)en)f y | (/)[,) (p)(,)no si n ^ 

Donc T est un opérateur de mise en mémoire ^ pour pour les entiers. 

- ^AF2 T : yx{N*[x] ^-iN[x]} (le typage nécessite l'introduction d'un système d'équations 
adéquat pour le type des entiers). 

- Mais i{T)9)f y if){s){p)0 et (â)(p)0 c^^ 1. □ 
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